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摘要：针对在手写字符识别中由于书写习惯和风格的不同而造成的字符模式不稳定问题，提出了一种基于流形学习的手

写体数字识别方法。在流形学习非监督的基础上引入了监督信息，从而保证高维到低维的映射在保留流形某些结构的

同时也可进一步分离不同类别的流形。算法首先利用基于监督的局部线性嵌入（ＳＬＬＥ）对手写体数字图像进行字符特

征的降维，然后再对降维后的特征进行分类识别。对 ＭＩＮＳＴ库中手写体数字数据库进行了实验，实验结果表明，利用

ＳＬＬＥ降维以后的特征能够有效地区分字符，识别率可达到９３．２７％；由于具有较好的识别率，能够发现高维空间的低维

嵌入流形。
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１　引　言

　　机器学习的一大目标是要从数据中学习其相

关的规律性。然而，不同的数据往往呈现不同的

特点。这使得传统的机器学习方法难以直接用来

分析来源于真实世界的高维和非线性数据，如文

本、图像、语音等。研究高维非线性数据集面临着

诸多困难，这主要是由于高维带来了数据的稀疏

和维数灾难［１２］，非线性使得人们不能有效地利用

线性模型进行研究。经研究发现，许多高维采样

数据都是由少数隐含变量所决定的，而这些隐含

变量是以嵌套在高维欧式空间的组合型非线性流

形存在的。例如：人脸表情图像存在内在较低的

维数［３６］。因此，用基于数据分布的内在维数来分

析数据是机器学习和多元数据分析的重要研究方

向，流形学习［３４］方法为我们提供了一种新的研究

途径。

流形学习的数学定义：在犚犱 空间（犇犱）中

存在由某个随机过程生成的数据｛狔犻｝犢，经过某

个函数犳可以映射形成犚
犇 空间中的观测数据

｛狓犻＝犳（狔犻）｝。流形学习的目标是要在观测数据

｛狓犻｝中重构犳和数据｛狔犻｝，以达到数据压缩和降

维的目的。与以往的机器学习不同的是流形学习

强调了整体结构，要通过局部和整体相结合来发

现和重建数据的内在规律性。局部线性嵌套

（ＬＬＥ）是流形学习中一种主要的算法，是一种新

的针对非线性数据的降维技术。它是将非线性数

据局部线性化，找出非线性数据之间的拓扑关系，

并成功地将高维数据映射到低维空间中，且不改

变原有的相对位置，因此可以广泛地应用于非线

性数据的降维。局部线性嵌入本身是一种非监督

学习方法，这类方法通常用于数据挖掘和数据可

视化，这些过程中数据的类别信息以及各类之间

的关系是未知的，并没有考虑到训练样本的类别

信息。而基于监督的局部线性嵌入（ＳＬＬＥ）在寻

求每个数据点的邻接点过程中利用了样本的类别

信息，因此基于监督的局部线性嵌入提高了降维

的精度。

手写体阿拉伯数字字符识别是ＯＣＲ（Ｏｐｔｉｃａｌ

ＣｈａｒａｃｔｅｒＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ）的一个重要组成部分，尤

其是在邮政编码、统计报表、财务报表、银行票据

等方面有着广泛的用途，在过去的３０年里，一直

是图像处理、模式识别领域的研究热点。本文针

对手写数字字符书写随意、字符模式不稳定的特

点，将ＳＬＬＥ算法应用于手写体数字图像特征的

降维中，并对降维以后的手写体数字特征进行分

类。通过对 ＭＩＮＳＴ字库的一系列实验表明，该

算法可以发现嵌套在字符原始特征中的低维流

形，能够达到较高的识别率，具有令人满意的应用

效果。

２　ＬＬＥ算法介绍

　　ＬＬＥ算法
［７１２］是一种从高维空间非线性映

射到低维空间的非监督方法，可以广泛地应用于

图像数据的分类与聚类、文字识别、多维数据的可

视化、图像分割、检索等领域。ＬＬＥ算法的主要

思想是：对于一组具有嵌套流形的数据集，在嵌套

空间与内在低维空间局部邻域间的点的关系应该

不变。即嵌套空间中的每个采样点可以用它的近

邻点线性表示，在低维空间中保持每个邻域中的

权值不变，重构原数据点，使重构误差最小。图１

是一个ＬＬＥ用于降维的例子。ＬＬＥ将三维空间

的数据（图１（ｂ），映射到二维空间（图１（ｃ））中。

（ａ）Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ数据集（ｂ）采样数据 （ｃ）ＬＬＥ二维约简结果

（ａ）Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌｄａｔａ（ｂ）Ｓａｍｐｌｅｄｄａｔａ（ｃ）ＬＬＥｍａｐｐｅｄ

图１　Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ的ＬＬＥ降维实验

Ｆｉｇ．１　ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆＳｗｉｓｓｒｏｌｌｂｙＬＬＥ

ＬＬＥ的具体做法为：设在高维欧氏空间犚犇

中有数据集犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝，该方法希望将

犡嵌入到一个相对低维的空间犚犱 中（犱犇），同

时尽可能地保持原数据的拓扑结构。

ＬＬＥ算法可以归纳为如下３个步骤：

步骤１：寻找犚犇 空间中每一个样本点狓犻 欧

式距离最近的犓 个近邻点，犻＝１，２，…，犖。犓 为

预先设定的参数。

步骤２：认为空间中的每一个样本点狓犻 可以

用它的犓 个近邻线性表示，即每一个样本点用它
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的犓 个近邻点重建。由每个样本点的近邻计算

出该样本点的权值矩阵。

定义代价函数：

ε（犠）＝∑
犻

狓犻－∑
犼

犠犻犼狓犻犼
２
， （１）

式中狓犻犼（犼＝１，２，…，犓）为狓犻的犓 个近邻点；犠犻犼

为狓犻 和狓犻犼的权值关系。犠犻犼可以看作是每个近

邻点对重构样本点做出的贡献，并且权值要满足

∑
犓

犼＝１

犠犻犼 ＝１。

因此：

ε（犠）＝∑
犻
∑犼
（狓犻－犠犻犼狓犻犼）

２

＝

∑
犓

犼＝１
∑
犓

犿＝１

犠犻犼犠犻犿犙
犻
犼犿， （２）

其中：

犙犻犼犿＝（狓犻－狓犻犼）
Ｔ（狓犻－狓犿）． （３）

犙犻犼犿也可以写成：

犙犻犼犿＝
１

２
（犇犻，犖（犼）＋犇犻，犖（犿）－犇犖（犼），犖（犿））．（４）

求最优权值就是对于公式（１）在约束条件下求解

最小二乘问题。利用拉格朗日乘子法，即可求出

局部最优重建权值矩阵：

犠犻犼 ＝
∑
犓

犿＝１

犚犻犼犿

∑
犓

狆＝１
∑
犓

狇＝１

犚犻狆狇

， （５）

其中：

犚犻＝（犙
犻）－１． （６）

步骤３：保持权值不变，在低维空间犚犱 中（犱

犇）中对原数据点重构。将所有的样本点映射

为低维空间中的数据点，并使输出数据在低维空

间中保持原有的拓扑结构。设低维空间的数据点

为狔犻，可以通过求最小的代价函数（７）得到。

Φ（狔）＝∑
犻

狔犻－∑犼
犠犻犼狔犼

２

． （７）

式（７）的最优解要满足如下条件：

∑
犻

狔犻 ＝０， （８）

１

犖∑犻
狔犻狔

Ｔ
犻 ＝犐． （９）

式（８）的目的是保持平移不变性，式（９）的目的是

避免产生退化解。式（７）可以重写成：

Φ（狔）＝∑
犻，犼

犕犻，犼狔
Ｔ
犻狔犼 ． （１０）

式（１０）中犕 是一个狀×狀的对称矩阵

犕＝（犐－犠）Ｔ（犐－犠）． （１１）

由式（１０）可知，要使Φ（狔）值达到最小，则取

狔为犕 的最小犱 个非零特征值所对应的特征向

量。

３　ＳＬＬＥ算法介绍

　　 局部线性嵌入本身是一种非监督学习方法，

这类方法通常用于数据挖掘和数据可视化，在这

些过程中数据的类别信息以及各类之间的关系是

未知的，并没有考虑到训练样本的类别信息。因

此可以加入样本的类别信息。基于监督的局部线

性嵌入（ＳＬＬＥ）
［９］在寻求每个数据点的邻接点过

程中利用了样本的类别信息。即一个给定的数据

点的邻接点仅仅是从与其类别相同的点中选取。

达到这一目的的方法之一就是增大不同类样本

狓犻和狓犼的距离：

犇犻，犼′＝犇犻，犼＋αＭａｘ（犇犻，犼）Δ犻，犼， （１２）

其中：

Δ犻，犼＝
１　狑犼≠狑犻

０　
｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

． （１３）

公式（１２）中，犇犻，犼表示原始的距离，Ｍａｘ（犇犻，犼）是

训练样本集合中的最大距离。α∈（０，１）表示类别

信息对数据集合的贡献。事实上ＳＬＬＥ可以看做

是一个非线性的Ｆｉｓｈｅｒ映射，而α表示监督的程

度。对于α∈（０，１），从高维到低维的映射在保留

流形某些结构的同时，也进一步分离了不同类别

的流形。

４　手写体数字识别过程

　　 由于构成样本的原始图像尺寸往往有多种，

因此首先要把原始图像归一化成一个标准尺寸为

犿×狀的图像，如图２所示，则每一幅归一化以后

图２　部分实验字库样本

Ｆｉｇ．２　Ｐａｒｔｏｆｓａｍｐｌｅｓｏｆｈａｎｄｗｒｉｔｔｅｎｎｕｍｅｒａｌｃｈａｒ

ａｃｔｅｒｓ
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的图像都可以看作是犿×狀维特征向量。根据第

１，２部分的论述，可以看到ＳＬＬＥ的计算与样本

点（训练样本即原始图像）的个数相关，当样本点

的个数较大时，求解过程的计算量就会增加。因

此本文提出在原始高维空间对每一类数字字符犮

（犮＝０，１，２，…，９）的训练样本进行类内聚类
［１３１５］

以减少求解过程的计算量。将聚类结束的每个聚

类的均值作为数字字符的最终训练样本。

　　聚类算法是以整个数据集合内部存在若干

“分组”或“聚类”为出发点产生的一种数据描述方

法，每个子集中的点都有高度的相似性。类内聚

类以后每一类的训练样本数目减少，进而减少了

ＳＬＬＥ求解过程的计算量。类内聚类以后得到高

维欧氏空间 犚犇 中的最终训练样本集犡＝｛狓１，

狓２，…，狓犖｝，并构成训练样本矩阵犡犇×犖。其中狓犻

为归一化以后的数字图像的二值化特征，犇＝犿

×狀，为训练样本的输入维数，犖 为训练样本的个

数。训练样本在低维空间犚犱 的输出为犢＝｛狔１，

狔２，…，狔犖｝，构成输出矩阵犢犱×犖，犱为训练样本的

输出维数。

４．１　训练过程

（１）根据式（１２）寻找犚犇 空间中每一个最终

训练样本点狓犻的犓 个近邻点。

（２）由每个最终训练样本点的近邻点计算出

该样本点的局部重建权值矩阵。

（３）由该最终训练样本点的局部重建权值矩

阵和其近邻点计算出低维的空间犚犱 中训练样本

的输出为犢＝｛狔１，狔２，…，狔犖｝。

４．２　识别过程

假设待识别样本狓ｎｅｗ与训练样本是同分布

的。采用如下算法得到测试样本的输出结果。算

法步骤：

（１）将狓ｎｅｗ加入犡矩阵中，则犡变为犇×（犖

＋１）的矩阵。在训练样本中找狓ｎｅｗ的犓 个近邻

点。

（２）根据式（１２）分别求狓ｎｅｗ在狓ｎｅｗ∈犮（犮＝０，

１，２，…，９）假设条件下与其犓 个近邻点的权值系

数，且满足式（１４）最小

ε（犠狓
ｎｅｗ
）＝ 狓ｎｅｗ－∑犼

犠ｎｅｗ，犼狓ｎｅｗ，犼
２
，（１４）

式中：∑犼
犠ｎｅｗ，犼＝１；狓ｎｅｗ，犼（犼＝１，２，…，犽）为狓ｎｅｗ

的犓 个近邻点；犠ｎｅｗ，犼为狓ｎｅｗ与其近邻点狓ｎｅｗ，犼间

的权值。

（３）在狓ｎｅｗ∈犮（犮＝０，１，２，…，９）假设条件下

分别计算狓ｎｅｗ的低维输出向量。

狔ｎｅｗ ＝∑犼
犠ｎｅｗ，犼狔ｎｅｗ，犼， （１５）

式中，狔ｎｅｗ，犼为狓ｎｅｗ，犼对应的低维输出向量。

（４）在狓ｎｅｗ∈犮（犮＝０，１，２，…，９）假设条件下

分别计算求出狔ｎｅｗ与低维的空间犚
犱 中训练样本

狔１，狔２，…，狔犖 的最近距离

　　ｄｉｓ犮＝ｍｉｎ｛ｄｉｓ‖狔ｎｅｗ－狔犻‖｝犻＝１…犖 ．（１６）

（５）求狓ｎｅｗ的类别犮：

犮＝ａｒｇｍｉｎ
犮
ｄｉｓ犮． （１７）

５　实验结果与分析

　　 实验使用 ＭＩＮＳＴ数据库中的手写数字字

符。从中选取１８００个训练样本和４５０个测试样

本，每个样本都只经过简单的二值化并归一化为

１７×３３（＝５６１）像素的图像。图２为部分字符的

图像，可以看出该字库中各字符笔画的形态、粗细

和灰度等级的差别都很明显。图３为手写体数字

（ａ）ＬＬＥ算法

（ａ）ＬＬＥａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（ｂ）ＳＬＬＥ算法

（ｂ）ＳＬＬＥａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图３　手写体数字‘０’，‘２’，‘６’低维空间的可视化图

Ｆｉｇ．３　Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｓ‘０’，

２’，６’ｉｎｌｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎ
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‘０’，‘２’，‘６’分别采用ＬＬＥ和ＳＬＬＥ降维为３维

时的可视化效果图。其中‘ｘ’代表数字‘０’，‘ｏ’

代表‘６’，‘’代表‘２’。可以看出通过ＳＬＬＥ降

维以后，可以更容易地将它们分开。

ＳＬＬＥ算法需要设置邻近点的个数和输出维

数犱。犓 的选取在算法中起到关键因素，如果犓

取值太大，ＬＬＥ不能体现局部特性；反之，ＬＬＥ不

能保持样本点在低维空间中的拓扑结构。图４反

映了当犱＝１８时，近邻数对手写体数字识别率的

影响。

图４　近邻数犓对识别率的影响

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆ犓ｏｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｒａｔｅ

如果输出维数犱选的太高，输出数据会受到

噪声的影响；反之，则不能正确地提取样本数据的

固有特征。图５为当犓＝１０时，输出维数犱对识

图５　犱对识别率的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆ犱ｏｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｒａｔｅ

图６　ＳＬＬＥ与ＬＬＥ识别率的比较

Ｆｉｇ．６　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＳＬＬＥａｎｄＬＬＥｉｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｒａｔｅｓ

别率的影响。

图６为ＭＩＮＳＴ字符库下，ＳＬＬＥ与ＬＬＥ算

法识别率的比较。证明了ＳＬＬＥ从高维到低维的

映射在保留流形某些结构的同时，也进一步分离

了不同类别的流形。

６　结　论

　　 手写体数字字符在现实生活中的应用极为

广泛，因此其识别问题一直是图像处理与模式识

别领域的热点。ＳＬＬＥ是一种基于监督的流形学

习方法，它将非线性数据局部线性化，找出非线性

数据之间的拓扑关系，并成功地将高维数据映射

到低维空间中，且不改变原有的相对位置。与局

部线性嵌入相比，基于监督的局部线性嵌入

（ＳＬＬＥ）在寻求每个数据点的邻接点过程中利用

了样本的类别信息。即一个给定的数据点的邻接

点仅仅是从与其类别相同的点中选取。因此在保

留流形某些结构的同时，也进一步分离了不同类

别的流形。

实验中未对 ＭＩＮＳＴ字符做任何预处理，仅

将字符的二值信息作为原始特征进行ＳＬＬＥ降

维，为了证明ＳＬＬＥ降维效果，分类器只选用简单

的最近邻分类器。实验证明了本文算法具有良好

的降维效果，较高的识别率，识别率可达到

９３．２７％。在进一步的研究中将考虑结合其它的

特征提取方式得到字符图像的原始特征，并结合

ＳＶＭ分类器进行分类以进一步提高字符的识别

率。

本文基于ＳＬＬＥ的识别算法，不仅适用于手

写体数字字符的识别，也可以应用于其它字符和

工程图形符号的识别。
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ＬＬＥｂａｓｅｄｏｎｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ［Ｊ］．犑狅狌狉狀犪犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉

犚犲狊犲犪狉犮犺犪狀犱犇犲狏犲犾狅狆犿犲狀狋 ，２００６，４３（８）：１４８５
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●下期预告

基于父系数及邻域系数的犇犜犆犠犜图像去噪

卢　刚１，闫敬文２，寇业泉１，张建中１

（１．厦门大学 通信工程系，福建 厦门３６１００５；

２．汕头大学 电子工程系，广东 汕头５１５０６３）

目前小波变换（ＤＷＴ）在图像去噪中的应用取得了较好的效果，但ＤＷＴ不具有位移不变性和良好

的方向性。二维双树复数小波变换（ＤＴＣＷＴ）由于具有良好的平移不变性和方向选择性，比传统的二

维离散小波变换具有更好的图像去噪能力。根据基于当前系数与父系数及邻域系数间的关系，本文构

造了ＤＴＣＷＴ图像去噪阈值计算公式，提出了一种去噪声新方法ＰＮＤＴＣＷＴ（ＰａｒｅｎｔａｌａｎｄＮｅｉｇｈｂｏｒ

ｉｎｇＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆＤＴＣＷＴ）。该方法在对图像进行二维ＤＴＣＷＴ变换后，利用阈值公式根据当前系数

和父系数及相邻系数计算收缩阈值，对当前系数进行去噪处理。最后经过二维ＤＴＣＷＴ反变换，得到

去噪结果。实验结果表明，ＰＮＤＴＣＷＴ的噪声抑制效果明显优于各种基于ＤＷＴ的去噪方法和其他

ＤＴＣＷＴ去噪方法。和基于父系数的ＤＴＣＷＴ去噪方法相比，ＰＮＤＴＣＷ 的ＰＳＮＲ平均提高了０．５ｄＢ

左右。从视觉效果来看，ＰＮＤＴＣＷ在去除噪声的同时，能较好地保留图像细节，物体轮廓显得比较平

滑，不存在传统ＤＷＴ算法中的混淆现象。
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